9. CBojcTBeHU npobnem oneparopa

Y mpumeHama Teopuje omeparopa y arncTpakKTHUM MPOCTOPUMA, MPOOJIeM peliema

dbopmyIe, cBOjcTBEHH NPodJieM

Alv)=2|v)
npoOJeM je O] CYIITHHCKOT 3Hauaja, jep ¢ jeaHe cTpaHe oMoryhasa ja ce y KBaHTHY
TEOPHjy YKJbyde KBAaHTHE OCOOMHE M3ydaBaHOT cUcTeMa (CTallMOHapHa CHEePruja, CTATHH

MOMEHT HMMITYJICA M YOIIIITE CTaJlHE BEJIMUYMHE KOje T'CHEpHINy KBaHTHE OpojeBe), a ¢

npyre omoryhasa onpehuBame HajjeqHOCTaBHUjer MOoryher o0yiMKa MaTpuie -/ KOjoM

~

CC IIpcaAcCTaBJba OIICPATOP A.
9.1. [lnjaroHanHa hopma MaTpuue epMUTCKUX U YHUTAPHUX onepartopa

Jla Ou ce cBOjCTBEHHU MPOOJIEM MOTao MOJMOBHO yOmInTe (OPMYIUCATH, HEOIXOIHO
je mohu o mojMa MHBAPHJAHTHOT MOTIPOCTOpa, Koju he OMTH MOMHE-aH U KacHHje, y

norJjasby 12.

Nepunnnmja 9.1. [Tormpoctop W mpocropa U y ogHOCcy Ha nenoBame oreparopa

AeL(U,U) je unsapujanman axo V|V> e W Baxu na je A‘V) e W . Tana ce oneparop

A

A penykyje y WHBapHjaHTHOM TOTHpOcTOpy W Ha HOBOIS(WHUCAH, pEAyKOBaH OIIe-

parop Aed eL(U,U), rakas na je Aed ‘V> = A‘v} : ‘v’|v> e W, pu uemy je ]D)(Aed) =V

Axo ce ynurapuu npoctop U pasnoxu Ha JUPEKTHY CyMy JBa nornpocropa U, u

U,, oba nHBapujaHTHA HOA AEIOBAKBEM IIOCMATPaHOI OlepaTopa AeL(U,U) (y cny-
Yajy Ja JiBa TaKBa MOTIPOCTOPA YOIIITE MocToje), Moryhe je pasaenutu 6a3uc S mpo-
cropa U Ha ckynoBe S, U S,: S=5,U! ,, koju npunagajy notnpocropuma U, u U, ,

pezLOM.l

1 . . .
OBze je noTpeOHO HAarjJacUTH Jja OBakaB 0a3MC yBEK MOCTOjH, MPEM/Ia HUje YBEK aJalTHPaH.
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9. CBojcTBeHMn npobnem onepatopa

Takas Gas3uc mpencrasiba Oasuc amantupaH Ha aekomnosunujyy U=U,+ , (y

KOHA4HO-AUMEH3uoHaHOM ciy4ajy je dimU=dimU, +dim ,, umu n=n_+n,, rae je

~

o3nakoM OiM o3Hayena guMmeHsuja oarosapajyher mpocropa). Marpuiia oneparopa A y

MOMEHYTOM aJlaniTupaHoM 0azucy Ouhe keasu-oujaconanna

a, a, - a, 0 0 0
& A vy, 0 0 0
L a,; a,, o ., 0 0 0
0 o - 0 a,,  Qpgu a, .,
0 0 '” 0 Apirg  Apirge ap+1,n2
L 0 O o 0 a'nz,q anz,q+1 anz,n2 |

Ha nujaronanu nmomeHyTe MaTpHlle Hajlasze ce NOAMATpULE THHA N XN, U N, xN, y

KOHAYHO-IUMEH3UOHATHOM CIy4ajy, JOK je Yy OeCKOHaYyHO-IUMEH3UOHAIHOM CIy4ajy
OapeM jeaHa oja moaMarpuila OeCKOHAYHO-AMMEH3MOHATHA. Y o0a ciayyaja HyJe ce

Halla3e Ha CBUM OCTaJlUM MecTuma, nomro cy nornpocropu U, u U, nHBapujaHTHH, TE

JieNIoBame orneparopa A Ha €JIeMEHTE TUX MOTIPOCTOpa He U3ballyje JIMKOBE U3 HUX.

['opmu mocTynak ce JIako yomniiTaBa Ha ciay4aj kaa ce mpoctop U pazmaxe Ha
JUPEKTHY CYMY BHIIIE MHBapHjaHTHHX MOTIPOCTOpa (HapaBHO aKoO je TaKO HEMITO yOIl-
mre moryhe; 3a jerajbe moriienaty Teopemy 9.2), Te je 3aMHCIIMB CIIy4aj Kaja Cy CBH
TaKBM MHBAPWJAHTHU MOTIPOCTOPH j€AHOMMEH3MOHAIHU - Taja Ou Matpuua -~/ y aj-
anTupaHoM Oasucy Owna Jdujaconanna. A nWjaroHaIHU OOJMK MATPHUIIEC j€ HAJIpPOCTHJU
Moryhu o0MK MaTpuIle, U yIIpaBo OHAj KOJH j& TOTPEOHO T0OUTH.

Hexka je cama W jenHoaummeH3noHaiHu moTopocTop npoctopa U, koju je oOpa3o-
BAaH HEHYJITHUM BEKTOPOM |V>: W = IL(|V>) = {a|v>: ae } . [Tornpocrop W je unBapu-

JaHTaH aKo BaXkH
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Puctuh: ENEMEHT MATEMATUYKE ®U3NKE

A(a|v>)eW, ael

a 3a TO je MOTPeOHO U JOBOJHHO Ja je Baku A V> YMHOXaK O/ |V>

A|v>:/1|v>. (9.1)

A

HNedpununuja 9.2. Gopmyna (9.1) mpencrasiba ceojcmeenu npobaem omepatopa A,

~

ckaap A je ceojcmeena epednocm omeparopa A, HEHYITH BEKTOP |V> je ceojcmeenu

A

2
eexmop oneparopa A.

~

Heka je A nuHeapHM omepartop, A Herosa cBOjcTBeHa BpedHOCT u U, CKyIl cBUX
CBOJCTBEHHMX BEKTOpa KOJU O] MpHUIIaajy, IIyc NpUI0JAT HYJITH €JIEeMEHT |0> Ako je

V,).|V,) €U, oumajen o |v,)+a,|v,) €U, , 6ynyhu na je

Ay Vi) +a,|Vv,))=on A

Vi) + 2, AlV,) = ag Al + o, AV, ) = A (e [v) + a, |V,),

IITO 3HA4YU A4 Uﬂ jeCTC JIMHCAJI, 4 Y KOHAYHO-AUMCH3NOHAITHOM cnyqajy je AYyTOMATCKU

~

U TOTIIPOCTOP, 0K OM y OECKOHAYHO-TUMEH3UOHAIHOM Clly4ajy omepatop A Mopao 1a

Oyne 3arBopeH (medpuHumuja 7.6).
Cxyn U, je cBOjCTBEHH IOTIPOCTOpP CBOjCTBEHE BpeaHOCTH A . Bpoj nmumensuja

CBOJCTBEHOT IMOTIPOCTOPAa HA3MBA CE€ 2eOMempUjcKu MYImuniuyumem CBOJCTBEHE
BpeqHOCTH A. AKO je TeoMeTpHjcku MynaThiimnuTer Behm on 1, oaroeapajyha

CBOJCTBEHA BPEIHOCT j€ JIETEHEepHCcaHa, y MPOTUBHOM j€ HeJIeTeHepHcaHa.

2 . .
OBa neduHUIMja BaXu U Kajaa je moTnpoctop W nepuHHCAH HaJA BUILE JTHHEAPHO HE3aBUCHUX
BEKTOPA, jep je JIAKO 3aMHUCIIUTH CIIy4a] Y KOME C€ I0jeMHE 01 CBOjCTBEHUX BPEAHOCTH BUIIIC MTyTa IMOHAB-
Jbajy y HaBEJCHOM JIMjarOHATHOM OOJIMKY MaTpHIle (BUAETH AUCKYCH]y KOja CIeqH), camo IITo je Taxa W

BHUIIIEIMMEH3HOHAIaH CBOjCTBEHH MOTIIPOCTOP.
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9. CBojcTBeHMn npobnem onepatopa

Teopema 9.1. ¥V yaurapaom npocropy U Hag komruiekcHUM nojbem C cBaku oreparop
AEL(U,IU) uMa Oap jellaH CBOjCTBEHU BEKTOp, T OapeM jedaH jeTHOAMMEH3UOHATHU

CBOJCTBEHU MOTIIPOCTOP.

Joxkas.
Hexa je {|v;)} Gasuc y npocropy U, nox je .~/ =[a;] marpuua kojom je mpexcras-

JbEH JIMHEAPHU OIIEepaTop A y matom 0asucy. M3 dypujeoBor paspoja (apyra nedpuHu-

umja Gasuca, nocne gedununmje 2.5) [V)=> & |e;) cienu na ce CBOjCTBEHU BeKTOp Ha-
i

Ja3¥ pellaBambeM U3pasza
S E=AE, (9.1a)
riae je £ MaTpuIla-KoJIOHA YWju Cy MaTpuyHH eneMeHTH DypujeoBu xoedumujeHTH (Ko-

opauHate) &, MTO ce y KOOPIMHATHOM 3allUCy CBOJY Ha PEIIaBamke CHCTEMA jeAHaYNHA
Z a;6 =4¢, (i=1n)
i
WM, EKCIIIMIMTHO 3aIIMCaHO

(ay—A)&+ayé,+...+a,&, =0

8.2151"'(8-22_1)52+"'+a2n§n :O_ (9.2)

an1§1+an2§2+“'+(ann _ﬂ“)gn :O

V KOHAYHO-TUMEH3HOHATHOM ciy4ajy, kaga je U=T"(( ), mrro he ce ox caga mosa-
pasymeBaty, cucreM (9.2) cactoju ce oa N jeanauuHa (Opoj auMensuja mpoctopa U),
1ok npoMeHsbuBUX UMa N+1 (jep je u A Hemo3nato). Marpuuna gopmyna (9.1a) moxe

Cce 3amucaTH y 00JIMKY KOjH HajBHUIIIEC OJroBapa cuctemy jeanadunna (9.2)
(/=A7)E=0 (9.2a)

rjae je | jenuHMYHA MaTpHIIA.
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Puctuh: ENEMEHT MATEMATUYKE ®U3NKE

Cuctem (9.2a) je XOMOT€H cCUCTEM JIMHEAPHHX jeIHaYMHA [0 HEMO3HaTuM &, &,, ...,
& KOJU MMa HEHYJTa PEeHIeHka aKo U CaMo aKo j€ BbEroBa JIeTCPMUHAHTA JeIHAKa HYJIH
det(.~/—417)=0 (9.3)
dopmyita (9.3) je anrebapcka jegHadynMHA N—TOT CTEIEHA MO A, MO3HATa Kao CB0j-

cmeena (kapakmepucmuuna, cekyiapua) jeonauuna (noaurnom) oneparopa A. OCHOBHA
TeopeMa airedpe Kake Ja cBaka ajqrebapcka jeJHauMHa MMa yBeK Oap jefaH KOpeH y

0JbY KOMILIEKCHUX OpojeBa. CMemuBameM Tor kopena A’ y cucrem (9.2) no6ujamo Oap

jenqHo HeHynro pemewe &, &, ..., & . Tama je BexTop |V’>=Z§i'|ei> CBOjCTBEHU
i

BEKTOp omepatopa A 3a CBOjcTBeHY BpemHOCT A’ /:\|V'> = /1’|V'> :

Q.E.D.

A

Kopoaap. Ako ce omeparop A peaykyje Ha omeparop Aed U3 HEKOT WHBAapUjaHTHOT
MOTIPOCTOPA, OHJA U Y TOM HWHBApPUjaHTHOM TMOTIPOCTOPY Baku Teopema 9.1, Te y
CBAKOM HHBAPHjAHTHOM IOTIIPOCTOPY omeparopa A y IpocTopy U(C) mocroju 6apem

jelaH CBOJCTBEHHU BEKTOP MOMEHYTOT OoIeparopa.

JlerepMuHaHTa Koja ce jaBjba y cBOjCTBeHO] jenHaunnu (9.3) jeanaka je
det(. /=47 )=(=A)"+ p(-A)"" + p,(-=2)"* +...+ p,,(-A) + p,
rae je p=TrA, p,=detA, mok cy ocraiu KoepUIMjeHTH P, CyMe INIaBHUX Kodak-
Topa pena I matpuie A.
AKO ce caja MmpeKko HecwryjiaapHe MaTpuile .~/ (pernpe3eHTaldja HeCHHIYJIapHOT
ei>}

(Bunmetn moryaasibe 8 v moTnmoriaassbe 13.1), Mmatpura -~/ (penpeseHTalja oneparopa

A

omepatopa T y OpPTOHOPMHPAHOM GasHCy {| e, >}) npehe u3 6asuca {|ei >} y {|§i> =T

A y 6asucy {|le;)}) mpenasu Tpamcdopmammjom cnmumocrn y marpumy -/ (pe-

npeseHTaNmja oneparopa A y Gasucy {led}): 7 =.""/. " Tanaje
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9. CBojcTBeHMn npobnem onepatopa

det(./ —A7)=det( ./ =A7) =det[.7(. =T ).7’1] =det(./-1.7),
Ha OCHOBY ITO3HATUX OCOOHMHA JCTCPMHUHAHTH (BUICTH JUCKYCH]y UCTIO] Teopeme 8.1).

CBe rope U3HETO caMO 3HA4M Jla CBOJCTBEHA jeJHAUMHA HE 3aBUCH 01 u30opa Oa3zuca,
T€ Jla HU HeHU KOPEHU HUTHU Koe(dUIIMjeHTH He 3aBuce oj u3bopa Oasuca; ctora HU Tr

autu det we 3asuce 00 uzbopa basuca.

Ako A kao kopeH cBojcTBeHe jeqHaunHe (9.3) nMa BuIe perema, Opoj THX penickha

MPENICTaBIba aleeOapCcKu MyImuniuyumem CBOjCTBEHE BPEIHOCTH.

be3 noka3a: reoMeTpujcKu MYITUIUTUIUTET ofpeheHe cBOjCTBEHE BPEIHOCTH YBEK

j€ MambH WK jeTHaK HEHOM alre0apCKOM MYITUIUIUIUTETY.

A

Heka oneparop A uma ceojcmeenu b6asuc {|V,>} IITO 3HAYU Ja CKYIl CBOjCTBEHUX

BEKTOpa 00pa3yje MpocTop, MpU YeMy MOMEHYTH BEKTOpU 00pasyjy jeaIHOAMMEH3HMOHA-
nHe cBojereene notnpocrope L(|v;)), i =1n. Hocnenuua je na ce mpocrop U=T"(()

MOJKE PA3I0KUTH Ha TUPEKTHY CYMY CBOjCTBEHUX j€THOAUMEH3MOHATHUX MOTIPOCTOPA

U=L(v)) +L(Jv,))+...+ (|v,)).

Jlema 9.1. Ma xoja yisa omeparopa A u B u3 L(U,U) koju komymupajy (auju je xomy-

TaTOp jeIHAK HYJIN) UMA]y 3ajeOHUUKe CBOjCmMBeHe BeKMope.

Jloka3s.
Heka je AB=BA. Ha ocHoBy Teopeme 9.1, oneparop A mma OGapem jenaH CBOj-
CTBEHHU BEKTOP U3 CBOJCTBEHOr moTmnpocTopa U, KOju 0AroBapa CBOjCTBEHO] BPEAHOCTU

A.Tapahe V|v)eU, 6umn

A

v)=BA|v)= éﬂM:ﬂ(B v))

i

A

IITO 3HA4YU J1a je B|V>€U/1, te je U, uHBapWjaHTHM MOTIPOCTOP M omepaTtopa B.

A

IIpema xkopoaapy teopeme 9.1, omeparop B mma y cBojctBeHOM motmpocropy U,
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Puctuh: ENEMEHT MATEMATUYKE ®U3NKE

orepatopa A OapeM jenaH CBOjCTBEHU BEKTOp KOjH je Takol)e CBOjCTBEHU BEKTOpP U OIe-

paropa A, Gyayhu 1a je 1e0 CBOjCTBEHOr MOTIPOCTOPA U, .

Q.E.D.

~

Takohe Baxu u 0OpHYTO, aKoO je |V> 3ajeIHMYKU CBOJCTBEHU BEKTOp oreparopa A u

A

B, oHl1a OHM KOMYTHPA]jy, IITO j€ JaKO YOUJbUBO.

N3 nedpunuimje ynurapuor u epmutckor oneparopa y KJAVII Buaumo na 3a mux

BaXXu

~

ATA=AAT, (9.4)

nomro 3a yautapae oneparope Baxku. A'A=AA" =1 a3aepmurcke: ATA=AA" =

HNedpununuja 9.3. Onepatopu koju mocenyjy ocobuny (9.4) Ha3uBajy ce HOpMAIHU

onepamopu. OHU YMHE MOJACKYI CKYIa L(U,[E) KOJH J€ aHaJIOTaH CKYIy KOMIUIEKCHUX

OpojeBa, Oal Kao 1ITO Cy EPMUTCKH ONEpPaTOPU aHAJIOTHU PEaTHUM OpojeBUMA.

Canma ce mMoxe nokazaTu KibyuHa Teopema Tteopuje KJVII-a, koja 3ajegHo ca
TEOPEMOM KOja jOj CIIeJU Jiaje OCHOBY U 3a PelllaBamke CBOJCTBEHOT MPoOJIeMa orepaTopa

y XunbepToBOM HpPOCTOPY.

A

Teopema 9.2. 3a natu onepatop A KOjU Jenyje Y KOHAUHO-AUMEH3MOHATHOM YHHUTAp-
HoM nipocTopy U" 1mocToju opmonopmupan céojcmeenu 6asuc OHAA ¥ CaMO OHJA Kaja je

orneparop A HOpMAJIaH Onepamop:. ATA=AA".

oxa3s.

,ZZOBOfbHOcm ycioea.

~

[Tona3u ce ox Tora ga omepatopu A u A komytupajy. [Ipema jgemu 9.1. takBu

OIIepaToOpH MMajy 3ajeJHUYKH CBOJCTBEHU BEKTOP: A‘V1> = MV1> n Al

V1> = ,u|vl> (Huje
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9. CBojcTBeHMn npobnem onepatopa

npoOiieM mokaszaru na je A = u). [Ipu Tome BeKTOp ‘V1> oOpasyje jeqHOIUMEH3UOHATHH
CBOjCTBEHHM MOTIIPOCTOP L (‘V1>)

Cana Tpeba yoOJIMYUTH OPTOKOMILIEMEHT Kao0 OPTOTOHANHY pa3iuky ckymnoBa U u

L(|v,)): L*(Jv))=U~ (|v,))- Hopen Tora, uexa je |V) eL*(|v,)), wro suaun na je

ckanapuu npousson (V|v,)=0. Cnean

(helu)=(r

Te AlV) e (| V1>) , Te L (| V,)) HpencTaBiba MHBAPUjAHTAH IOTIPOCTOP ONEPATOpa A.

ATV1> =(V|puv,)=u(V|v,)=0,

Ciuuno ce n0Kkasyje a je mornpocrop L*(|v,)) uHBapujanTan Ha AenoBame onepa-
Topa A’

Cax, penykosann omeparopu A, u Al y L(|v,)), npema aemm 9.1, momro
KOMYTHpajy, HMajy 3ajeAHHUKH CBOjcTBeHM Bektop |V,) € L*(|v;)), Te je ounrnemno na
je L(|v2)) LL(]w))-

Cana tpe6a yoGnmauty oprokommiement L(|v,)) on L*(jv,)): L*(|v,)) —L (]v,)),
na ce Tako Hactaeu ca L(|v,)), uta. Ha oeaj maunn no6uja ce n=dimU" ysajamuo
OPTOrOHANHUX jeAHOMIMEH3HOHAIHIX CBojeTBennX notnpoctopa L([v,)), ..., L([v,)).
HakoH HOpmupama, BEKTOpH |V, ), ..., |V,) Aajy CBOjCTBEHH OPTOHOPMHPAHH Oasuc y

. A . . 3 .
KOME je Marpuiia orneparopa A oJujacoHanHa, ca KOMIUIEKCHUM OpojeBHMa” Ha JUjaro-

HAJIM KOJU TIPE/ICTaBIba]y CBOJCTBEHE BPEIHOCTH omeparopa A.

Sy Cllydajy €pMHTCKHX (ayTO-aJ[jyHrOBaHUX) OIepaTopa Ha IujaroHanu he ce HajlasuTH peaiHu
opojesu (nema 8.1). Orer, 3a ynurapue je oneparope (V|V) = <UV‘UV> =(AV|Av) = A A(v|v) = |/I|2 (v|v),
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Puctuh: ENEMEHT MATEMATUYKE ®U3NKE

Ilompebrocm ycnosa.

~

Heka capma omeparop A MMa CBOJCTBEHM 0a3uc y KOME €, Ipema MpeTHOCTaBIIH,

MpEACTaB/bEH JUjaroHAIHOM MatpuioMm -~/ . Kako je mpema Teopemu 9.2. 6a3uc opro-
HOpMHpaH, omepatop A' Guhe y BeMy MPEACTaBIbEH ajijyHrOBAHOM MATPULOM ./
Koja ce Oyayhu amjaroHanHa cBoau Ha .7/, jep TPAHCHOHOBAHE HE MOXKE HPOMEHHTH
JIMjaroHaJIHE MaTPHIIC.

Jlujaronanue Matpuie -~ u .~/ (kojuma cy mpexacraBibenn omeparopu A u A')
OuMIJIeIHO KOMyTHpajy: -~/ .~/ =.7/T.7/, a na ocHoBy pazmarpama U3/10KEHOI HAKOH

Teopeme 8.1, jacHO je Ja MOMEHYTE MaTpUIle KOMYTHPajy U Y CBUM OCTaJIUM OpTO-

HOpMHpaHUM Oa3ucuMa (HauMme, TpaHchopmallija CIMYHOCTU OpKaBa KOMYTHUPAE); Ha
OCHOBY TOra ce 3aKJbydyje ja u camu onepatopu A u A’ xomyrupajy: AA" = A'A.

Q.E.D.

. 2 . . .
TE j€ |/1| =1, mTO 3HAYM A2 Cy CBOjCTBEHE BPEIHOCTH KOMIUIEKCHH OpOje€BU jeAMHUYHOT MOIYyJa, T ce
Kao TaKBHU HaJla3e Ha JIMjaroHajy MPUWIKKOM JHjaroHajJn30Bamka YHUTAPHOT OIepaTopa.

V nuTeparypu ce yMeCTO CHHTarMe »peliaBame CBOjCTBEHOT MPOOIeMa« 4eCTO KOPUCTH U3pa3 »auja-

ronanmaunja«, N3 OUUIIJICAHUX pasjiora.
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9. CBojcTBeHMn npobnem onepatopa

~

Teopema 9.3. CBakom HOpManHOM omnepatopy A Yy KOHAYHO-AUMEH3UOHATHOM YHH-

TapHoM npoctopy U, jeIHO3HauHO ojAroBapajy ceojcmeene epeoHocmu A, ..., A, H
BUMa oJiroBapajyhu ceojcmeenu npojexmopu If’ﬂ1 e FA’]k (rze je Kk 1eo 6poj koju Huje

sehu ox numensuje N mpocropa U"), Ha TakaB HAYMH A BaXKU

1) CBojcTBeHe BpeHOCTH A, ..., A, CBe Cy mehycobno paznuuume;

2) CBOjCTBEHHU IIPOjEKTOPH FA’%, e I:A’ﬂk MelyycoOHO ¢y opmozonantu,
k A A A A

3) Z P, =P, +...+ P, =1 -ceojcmsena dexomnosuyuja jedunuye;

A

Kk
4) A= Z AP, = AP, +...+ 4P, - cnekmpaina ¢popma oneparopa A A

Joxka3.

W3 nokasza oBe TeopeMe HEONXOIHO je OA0AIUTH CBE BEKTOPE CBOjCTBEHOI OPTOHOP-
MHUpaHOr 0a3uca KOju MpHUIManajy UcTuM (Oecenepucanum) CBOJCTBEHUM BPEAHOCTHMA;
IIOTOM CE€ OPTOTOHAIIHO Ca0Mpajy MOTIIPOCTOPH KOjU OJArOoBapajy TaKBHM BEKTOPHMA, YH-

Me ce jobujajy cBojctBeHH moTnpocropu U, Koju caja OAroBapajy CBOjCTBEHHM BpEJ-
HOCTHMa KOje Cy CBE pa3linuuTe (Hedecenepucane).

OBHM NOCTYIIKOM J100UjeHe Cy Pa3INuuTe CBOjCTBEHE BPEIHOCTH A, ..., 4, , K<n,
(13 Tauke 1) u cBojersenn nornpocropu U, , ..., U, (y omuirem ciydajy onn mory 6u-
TH BHIICAMMEH3UOHAIIHY, yCiea Moryhe nercHepainje CBOjCTBEHUX BPEIHOCTH), KOJH CY
y3ajaMHO OPTOrOHAJIHH, & F-UX0BA OPTOrOHANIHA CyMa jeiHaKa je menoM npocropy U

U'=U, ©...® (9.5)

11( 1

4 TepMuH cnekmpanna oTude o Ha3uBa cnekmap onepamopa (nepunnuuja 9.4).
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Puctuh: ENEMEHT MATEMATUYKE ®U3NKE

IITO Cy OCOOMHE NPEHeTe ca IMOTIPOCTOpa L(\Vl», e L(|vk>) Ha 0oBe HOBO(hOPMU-

paHe TOTIIPOCTOPC.

A A

Axo ce cana repuHuILy CBOjCTBEHH mpojektopu P, , ..., P, Ha CBOJCTBCHE MOTIPO-
crope U, , ..., U, , jacHo je na cy onn mehyco6no oproronannu (Tauxa 2), jep cy um

IPOjEKIMOHN MOTIIPOCTOPH y3ajaMHO opToroHayiHu (iaema 9.1). [ToMeHnyTH mpojekropu

ce mpema dopmyiu (9.5) cabupajy y jeTMHUYIHU OIIEpaTop
k
P, =P, +..+P, =I (9.6)

HITO OATOBapa TBphewy y Tauku 3.

3a nmpou3BOJbaH BEKTOP |V> € U" ouhe, na ocuoBy popmysie (9.6)

v>:I5ﬂﬂ\v>+...+I52k\v>

) =Tw)=3"P,

T€ j€

Q.E.D.

OBuMe je OKOHYAH MOCTYyNakK JOKa3uBamba TEOpeMa KOje JIEKE y OCHOBHU pellaBama

CBOJCTBEHOT Mpo0jieMa y KOHAYHO-IUMEH3UOHAIHOM CIy4ajy.
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9. CBojcTBeHMn npobnem onepatopa

9.2. KpaTtko O cBojcTBEHOM npobnemy onepaTtopa y XunbepToBOM MNPOCTOpY.
[npakoBa genta-yHKumja

Jlo cana je 610 pa3maTpaH CBOJCTBEHHU MpOoOJEeM y cliyda]y KOHAYHO-AUMEH3HOHA-
Hor npoctopa. Cana he O6utm aeduHMCaHU OnpeleHU MOJMOBH HEOIXOIHHU 3a IMpesiazak

Ha 0€CKOHAYHO-TMMEH3UOHATHHU TTPOCTOP.

Jledpunumuja 9.4. CKyIl CBOjCTBEHMX BpeAHOCTH oneparopa A y KIIVIT U (F) je cnex-
map onepamopa o (A), IOK ce KOMIUIEMEHT CIIEKTPa Y KOMIUICGKCHO] PABHHU 30BE pe3oii-

senmmuu ckyn p(A) .

Hauun neduHucama ciekTpa npeko pe3oJBEHTE je MOroJaH 3a AeQuHUCcamhe CIIeKTpa

~

oreparopa y OeCKOHa4YHO-AMMEH3MOHATHOM ciiydajy. PezonBeHTa omeparopa A jecte

IQa (A)dif(A—/lf)‘l aKo je pe3oJiBeHTa JAepUHUCAHA. & € p(A) ; @KO TO HUje CITy4aj, OH-

1aje o meo crekrpa oneparopa: o € o(A).

V KIOVYII-y je moMeH pe3osiBeHTe, ako je oHa meduuucana, untas npocrop U"(F).

MehytumM, y 6ecKOHaYHO-TUMEH3UMOHAIIHOM CITy4ajy, Kao IITO C€ MOTJO BUACTH y MO-

rJaaBJby /, HE MOpa OUTH Tako, T ce IepUHUIM]ja CIEKTpa MOpa MPOITUPUTH.

HNepununuja 9.5. YV XunbeproBom npoctopy H, pe3onBeHTHH CKYII p(A) oriepaTopa

~

A 4mHEe CBHM KOMIUICKCHH OpojeBU « 3a koje je R (A) orpanuueH omeparop ca cByna

rycrum gomeHoM y H . Criekrap oneparopa A je Taxa takolje ckyI O'(A) =il p(A) :

Jlakiie, y KOHAuHO-AMMEH3MOHAIHOM YHHUTAPHOM IPOCTOPY CHEKTap oIeparopa
KOHavyaH je ckyn, mehyrum y XunbGepToBOoM mpocTopy OH je OecKkoHadaH, T€ CTOra

. . . 5
II0CTOje YEeTUPH BPCTE CIEKTpa: duckpemarn (MpeOpOjuBO OECKOHAYAH)®, KOHMUHYUPAH

® TpeGa 0GpaTHTH MaXiby HA YHECHUIY JAa AHCKPETAH CIIEKTap y XMIGEpPTOBOM MPOCTOPY MOXKE

OUTH U KOHa4aH, TC CaApiKaBaTU CaMO HCKOJIMKO Ta4ddKa, HIIP. 1u0.
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Puctuh: ENEMEHT MATEMATUYKE ®U3NKE

(HerpeOpojuBO OeckoHauaH), mewosum (OTIEPATOPH KOjU TOCEAYjy M JUCKPETaH U KOH-

TUHYUPAH CIIEKTap, HIP. ONIEpaTOp SHEPrHje BOJOHUKOBOT aTOMa) M YSTBPTH CIIy4aj Ka-
na nocroju R, (A), anu TakaB 1a My gomeH Huje cByga ryct 'y H.

[Ipenazehu Ha KOHKpETHE MpUMEpE, TOJATHU €JIEMEHTH CIIEKTPaJIHE TeOpHuje orepa-
Topa Ouhe npeAcTaB/beHU Ha Mamke CTPOT HAYWH - 3a/pxkaBajyhu JupakoBy nenta GyHK-

1]y, Ka0 IITO ce Y BehnHU KBAaHTHUX MEXaHUKa U paju. 3a CTPOXKH, a JIOBOJbHO CAKETU

TpeTMaH oBOT mpoOsiema Bujetu Jlamjanosuh [3], a 3a Hemro oOuMuuju Puxtmejep [2].
Ipumep 9.5.1. Y npoctopy L,[0,27], cBojcTBeHM IpobiieM AndepeHIujaiHor ome-

paropa riacu

—mggﬁwﬂ=ﬂmm ©.7)

Pemema ropmer uzpasza cy QyHKIH]e

#o)=Ce”
rae je C uHTerpannona koncranta. Kako je JOMeH JaTor orneparopa cacTaBJbeH O/ mep-
MOIMYHUX (YHKIMja ca mepuonoM 27 , dyHkimje ¢(¢) npunanajy npocropy L,[0,27]
camo 3a cBojcTBeHe BpeaHoctu A =0,+1,42,..., Te je crekrap audepeHIHjaHoT orepa-
TOopa Juckpemar Oyayhu na uma npedpojuBo OECKOHAYHO MHOTO €JIeMeHaTa.
Ipumep 9.5.2. V mpocropy L,(—o0,0), cBojcTBeHH NpobOiIeM IudepeHIrjaTHor

orepaTopa riacu

—ih%[ f,(0]=2"f,(x) (9.8)

CaojcTBeHa BpenHocT A’ je pealHa IOIITO je AaTH OIEpaTop ayro-aijyHrosad. Ilo-
PEIl TOra, 3TOJHU]€E j€ YBECTU CBOjCTBEHE Bpeanoctu obmuka A = A'/f, Te cy nara peme-

Ha CBOJCTBEHOT IIpodiema o0InKa
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9. CBojcTBeHMn npobnem onepatopa

£ (X) = et 9.9)

N2r
Omna He npunazajy npocropy L, (—oo,00) HE 3a jenHo A, jep

_j: f (%) f,(x)dx = % I e e dx = i_j: dx

—00

Oynyhu fa mocienmu UHTETPal CACBUM OYMTJICTHO JUBEPrUpa.

Henocpenan 3akspydak Ovo Ou Aa JaTH oneparop YOIIITe HEMa CBOJCTBEHUX BpeE-
HOoCcTH. Mehytum, moryhe je, a u3 pu3nuKkux pasiora u noTpedbHo, mocMaTpatu QpyHKIje

f,(X) xao cojctBeHe (QyHKUHUje aUdepeHIrjatHOr oIepaTopa y HEKOM OIIITEM CMHU-
ciay. Hanme, moryhe je 3a onpeheny bynkunjy f(X) €L, (—o0,0) dhopmanHo uspadynaru

dypujeose koehHLUjeHTE BEHOT pa3Boja no Gynknujama f,(X)

E(2) =(f,] f):i j f(x) e dx (9.10)

Kao u, Takohe popmanan passoj pyakuuje f(X) mo »dasucy« f,(X)

F(x) = f E(A) () d A = % [ e e da, (9.11)

IIPU 4eMY je Y pa3Bojy cyMa 3aMemheHa HHTErPaioM 300T KOHTHHYHPAHOCTH WHCKCA A
yrnopeautu ca popmyiiom (4.3), perumo.

YrpaBo Ha OBOM MECTy y pa3Mmarparma CKCIUTUIIUTHO YJia3e pacrojeie W3 MOT-
noruaassba 4.3, momto uspasu (9.10) u (9.11) umajy cmucia caMo ako UHTETPAIU KOjU
ce y lbHMa M0JaBJbyj]y KOHBEPTUPA]y.

Jlakie, popmaiHo je modujena, 3amenom opmyite (9.11) y popmysy (9.10)

f(x) e dx = j f(x)ie*i“dx

L =
&(A) _E_J; J N
_ f F(x) £(x) dx = fﬁgw) £,(%) d/l’} £7(x) dx

—00 | _—00
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Puctuh: ENEMEHT MATEMATUYKE ®U3NKE

mTO C€ 1aJbC MOXKC (1)OpMaJIHO 3alicaTtv Kao

E(N) = j gw){ j f7(x) f,.(x) dﬁ’}dx . (9.12)

Jla 6u m3pa3 (9.12) 6wo TavaH, MHTErpaa y 3arpagyd Mopa OUTH jeTHaK »PYHKIIH]HK

0(1—A"), omHOCHO pacmoaeny Kojy oHa nedunwmIe, a Koja uma cieaehe ocoonne

0, A'#4
. , (9.13)
o, A =1

S(A-1)= JOS f(x) f,.(x) dx:{
jfoé(/l—/l')dﬁ’:l. (9.14)

dopmyna (9.14) ycrBapu npencrasiba uspas (9.12) npumemeH Ha citydaj TpaHchop-

MUCamwa JeIMHUIIE, 33 KOJU OHA MOpa Takohe J1a Baxu.

HNedununuja 9.6. O6jexar nebunucan opmynama (9.13) u (9.14) jecte uyBena /Jupa-
Kosa derma-pyHKyuja, Kojy Tpebda CXBaTHTH Kao pacrojeny Kojy oHa Hocu. OHa mpe/-

CTaBJba YOIIIITCHC KpOHCKepOBOI‘ JACJTa 3a cnyqaj KOHTHHYHWPAHOT CIICKTpaA.

N3 ropme neduHuUIMje HETOCPETHO CIICAH

f (1) S(A-A)dA = f(A). (9.15)

YnpaBo onajie ciieau aa je uspas (9.12) mox moMeHyTHUM yCJIOBHMa TayaH.

®dopmyia (9.13), mopen Tora 1mTo je AeGUHUAIIMOHN H3pa3 3a JupakoBy aenta GpyHK-
1jy, MpeICTaB/hba M YONIITEHE OCOOMHA OPTOHOPMHUPAHOCTH eJeMEeHaTa JUCKPETHOT
Oasuca, U Te ocoOuHe mpeBoau Ha enemenre f,(X), Ae(—oo,00) KOHTUHyHpaHOT
Oa3uca, koju Takohe mpeacraBsbajy pacnonene. OBUME ce TMOCTIKE Ja EPMHUTCKHU
mudepeHInjaHi ollepaTop Moceayje U CBOJCTBEHU Oa3uc, MITO ra YMHU TOTOJHUM 3a

KopuiIheme y KBaHTHO] MEXaHULIH.
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9. CBojcTBeHMn npobnem onepatopa

IMpumep 9.5.3. MyITHIUIMKATHBHE OIEpatop X Y IpOCTOPY L, (—o0,0) Takohe Ha
IIPBH IIOTJIE] HEMa CBOJCTBEHHX pememsa, jep u3 X f(X) =xf(x) =Af(X) ciuenn ma je
(x—=A4) f(x) =0, Te je pelieme CBOJCTBEHOT MpobOIeMa MYJITUILNIMKATUBHOT OIepaTopa

6 . .

CKOpO CBYJIa HyJIa , CTOTa M HHUJj€ pelIeke Y cTaHaapaHoM cmucity. OTyaa Taj oneparop
uMa caMO KOHTHHYHpPaH CIIEKTap M MOJXKE C€ JINjarOHaJIM30BaTH TeK y3 momoh /lupakose
nenta-QpyHKImje.

VY onmrem ciyyajy, 3a OMJIO KOJU ONepaTop KOjU MMa caMO KOHTUHYHUPAH CIIEKTap

BaXXu

)= [ 100 1,00 0x

(0= &) 1,094

Te he OUTH, CMEBHUBAKEM MIPBOT Y APYTH U3pa3
j fX(x) f.(x)dx=5(1—-A"), (9.16)

ITO j€ perayuja 3ameopeHocmu, SKBUBAJICHTHA OJAroBapajyhoj opToHOpMAaIN3aIlMOHO)]
dbopmynu 3a eneMeHTe Oasuca y ciaydajy AMCKpeTHor cnekrpa. Ctporo rosopehu, oHa

TBPJIU JIa j€ Pe3yJITaT YKJbyurBama BEeHE JIEBE CTpaHe Y MHTErpajl ¢ oAroBapajyhom mpo-
oHoM ¢yukuujom u3 C; (R") mcTm Kao M pe3ynrar yKbyuuBama HEHE JIECHE CTpaHe y
WCTH TaKaB MHTETPAJ, ca TOM UCTOM ITPOOHOM (hYHKIIH]OM.

OBuM HOCTYIIKOM Cy CBH ayTO-aJljYHTOBaHH ollepaTopH y npocropuma L, (a,b) mpe-
TBOPEHHU y ONepaTope KOju UMajy CBOJCTBEHH Oazuc.

Kao miro je Beh mcrumnano, pynknuja ca ocoomnama (9.13) u (9.14) crporo roso-
pehu, y cMuciTy KIacuYHe MaTeMaTHUKe aHAIM3e, U He MOCTOjH, aln Kako ce hopmaus-

MOM KOjH j€ MeAeCceTHX roJInHa MPOILIOr Beka o0jennHuo y jenny uenuny JI. [Bapi u

® Ilse (dbyHKIIHjE Cy CKOPO CBY/Ia je/THAKE aKO C€ Pa3NIMKYjy Y HajBHIIE MPEOPOjUBO MHOTO Tayaka.
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Puctuh: ENEMEHT MATEMATUYKE ®U3NKE

KOjU ce 30Be meopuja pacnoodeia (BUIETH MOTHOIJIaB/be 4.3) MOTY CTPOTO 3aCHOBATH
CBU pe3yJITaTH JI00MJEHH OIlEepHUcamEeM ca JielTa-PyHKIIMjOM KOja j€ HaJTUIIUYHU]U TIPU-
Mep pacriozene, Gpu3nyuapu je u Jajbe KOpucTe y cBoM paiay. 3HatHo npe LlBapua, Joxan
¢on HojmaH je cBOjOM CHEKTpaTHOM TEOPHjOM Ofeparopa MoKymrao jaa uzbamm Jlupa-

KOBY JieTa-(DYHKIIM]Y U3 KBAHTHE MEXaHUKE, aJIH j€ Y TOME CaMO JICTUMUYHO YCIICO.
9.3. NcTopujcko-nornydka gurpecuja
dyH1aMeHTaTHU TPOOJIeM KBAHTHE MEXAHUKE J€CT€ CBOJCTBEHU MPOOIIEM.

VY MaTpuyHO] MEXaHUIIM, JeHO] OJ B€ yoOUUajeHe penpe3eHTalrje KBaHTHE MeXa-

HUKE, OH Ce 3aIHCYje Kao
ZHWW=4W’(J=lZ~J (9.17)

a y TaJaCHO] MEXaHHMIIH, IPyroj yoOndajeHoj penpe3eHTaIuju, Kao

Hy (400 = 2w (g, .4), (9.18)
riae je XaMHITOHU]JaH JaT Kao
H=H (ql,...,qk,—ihi,. i ij
og, oG

[IpBu nokymaju MoBe3nBama MOMEHYTA J[Ba MOCTYNKa OCTaBUIIU ¢y 1o ctpanu [Ipe-

JTUHTEPOB JI0Ka3 EKBUBAJICHTHOCTH JIBE TEOPHje U MOILIK o1 cieache aHamoruje.

WHaeKe | MOKe ce TpEeTHpaTH Kao MPOMEHJbUBA M IOBECTH Y BE3y ca K mpoMeHsbH-

BHUX (..., ; OBO 3Ha4u Ja ce MO3UTHBAH 11e0 OpOj MmoBe3yje ca TaukoM y K —auMeH-

3MOHANHOM KoH(urypamuoHom npoctopy R*. Crora cyma Z npenia3u y WHTETrpal
i

IQ I dg,.. dg, = IdV o obsiactu (2 1O KOjOj c€ BPIIM UHTETpalyja y KoH(OUrypammo-
Q

HOM IIPOCTODPY.
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9. CBojcTBeHMn npobnem onepatopa

Marpuunom enemeHTy h;; Koju 3aBMCH OJ1 /IB€ IPOMEH/BUBE MUCTOT THIIA KA0 IUTO je
uHIeKc | oxromapa ¢ynkmuja h(d,...,0,;q,.. ,0,) UHje IPOMEHIbUBE (,...,0, Kao H
Q,---, 0, Ipoiase Kpo3 1ery odsacT {2, He3aBUCHO jeJHa O IpyTe.

Y Tom ciy4ajy, Tpanchopmarmja

v, > z ho V.
-
npenasu y

v (-0 G) > [Ny G 0 0 w(al, o) daf  dag
Q

TakKo Jia cBojcTBeHu npoodiem (9.17), koju he Outu npenucan kao
Z hi Vi = A,

MOCTaje UHTErpajiHa jeJHaYMHa
[0, G - ) w (o 0) Ay day = Ap(a, ) - (9.19)
Q

Haxanocrt, m3pas (9.18) Hema TakaB oOJIHK, a y Hera ce MOXeE MPEBECTH CaMO O]

MPETIOCTABKOM Ja je 3a AudepeHIrjaTHu OepaTop

Ao .0 .0
H=H|q,....q,-1h—,. ,—I —
(ql Ok o, aqkj

moryhe Hahu gynkuujy h(q,,...,0d,;0,.. ,0,) TaKBY Ja BaXu
Hy (6, 00) = [0y G 6o 0w, ,ap) daf  da
Q

3a cBe (Q,,...,0, ). TakBa QyHKIHMja, aKO IOCTOjH, Ha3UBa ce kepHenom (jeszpom) nude-

pennmjanHor (GyHKIIMOHAIHOT) oniepaTtopa H , Te OH mocTaje »MHTETPaIHH OIIePaTOP«.

Melhytum, TakBy Tpancpopmaiujy Moryhe je y OmmTeM ciydajy U3BECTH CaMoO Y3
nomoh JlupakoBe nenta-yHKIHMje Koja ce jaBjba Beh mpu mokymajy TpaHchopMmucama

HajIpocTHjer GyHKIMOHAIHOT ollepaTopa - jeIMHUYHOT, Buaetn ¢pon Hojman [7].
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Puctuh: ENEMEHT MATEMATUYKE ®U3NKE

YBoaehn XwminbeptoB npoctop, ¢on Hojman je oTkiaoHHO moTpely 3a Kopulrhemem
nenta-pyHkuje Ha oBoM MecTy (Buaern YBox). Mnak, pa 6u je nzbaruo u3 yrnorpeode
KOJI TPeTMaHa KOHTHHYHPAHOT CIIEKTPa KOPHCTHO je CIEKTPaIHy aHalu3y omneparopa y
XunmbepToBOM MPOCTOPY, KOja ce HHje ToKazana Tako epukacHoMm. Crora je aenra-QyHK-
1[Mja ocTajla y ynotpeou y TOM JIeNy KBaHTHO-MEXaHWYKe TeopHuje, 1To je Beh BuheHo y

MMPCTXOAHOM IIOTIIOIJIaBJBY.
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